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Exercice 1.: 10/ 10 points
Je réponds par Vrai ou Faux.
Questions Réponses
ov
1. Si (G, +) est un groupe, alors toute partie F de G stable par " + " est un groupe.
@ F
2. Si Gy, Gy des groupes, f: G; — G2 un morphisme de groupes et A une partie de ov
G, alors f(A) est un sous-groupe de G,. I F
Y
3. Lordre d'un élément d'un groupe fini divise I'ordre du groupe.
O F

4. Si G; et Gy sont des groupes et (a, b) un élément de G; x G, alors 'ordre de (a, b) oV
est PPCM(a, b).

O F
5. SiA; et A, deux anneaux et f: A} — A un morphisme d’anneauy, alors Ker f av
est un sous-anneau de A;. 7 F
. . v
6. Limage d'un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un anneau.
O F
, IV
7. Un corps est un anneau integre.
O F
] JV
8. Les idéaux de K[X] sont de la forme P [X] ot P € K[X].
O F
av
9. Pour n € N~ {1}, nZ est un sous-anneau de Z.
@ F
. U g v
10. Un morphisme de K-algebres est une application linéaire.
O F
Exercice 2.: 4/ 4 points

1 pt 1. Dans Z/8Z, 3 est d’ordre : 8.
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2. Les générateurs de Z/8Z sont : 1; 3; 5; 7.
3. Les groupes monogenes sont les groupes isomorphesa:Z oua Z/nZ.

4. Les sous anneauxde Z/87 sont :Z/87.

Exercice 3.: 2/ 2 points

Soient a1, ap,- - -, a, des entiers naturels. Soit M leur PPCM.
n

Montrons que ay, ay, -+, a, sont premiers entre eux deux a deux si et seulement si M = H ay -
k=1
=) Par récurrence sur 7 :

— Initialisation : Pour n = 2 : Soient a; et a, deux entiers naturels. On a M/a;.a, et M s’écrit M =

a1 k = ayl, donc d’apres le lemme de Gauss a, /. Par suite, a,.a,/M.D’ouM = a;.a;.

— HR: Soit n > 2 et supposons que la propriété est vraie pour tous entiers naturels a;, ay,- -, ai
n n-1
avec2<k<n-1.0naM/ H ar et M s’écrit M = H ayx = Pay,. D’apres le lemme de Gauss,

k=1 k=1
n—1
Vke{l,---,n—1}, ai/p, donc M’ = PPCM(ay, -+, a,-1)/P. Or, d’apreés le HR, M’ = [[ a4, donc

k=1

n—-1 n n

[] ax/p. Par suite, [ [ ar/M. D’ouM = [] ay.

k=1 k=1 k=1

n
<) Soient ay,ay, - -, a, des entiers naturels tels que M = H ay. avec M est leur PPCM. Soient a; et
k=1
a;j deux éléments distincts parmi ces entiers. Posons d;; = a; A aj, donc il existe o, € N tels que
n n

a; =ad;jetaj=pd;j. Donc 'entier afid; H aj est un multiple des a;, donc M/af d; H

k=1,k#i,] k=1,k#i,j
n

n
etonaofd;; H /Hak, donc:
k=1,k#i,j k=1

n n n

n n
M:Hak: Hak:aﬁdij H ak:(xdijﬁdij H Clk:O(f)dij H akzd,-jzl
k=1 k=1 k=1,k#1i,j k=1,k#i,j k=1,k#i,j

Ainsi les entiers a;, ay, - -, a, sont premiers entre eux deux a deux.

Exercice 4.: 4 / 4 points

,
SoitP=A H (X —a;)™ un polynéme, avec Vi € {1,---,r}, n; = 1, décomposé dans C[X].
i=1
. r r
1) EtablissonsP'=) n;X-a)" ' [] X-a)":
i=1 j=1,j#i
=) Par récurrence sur r :

— Initialisation : Pour r = 1 le résultat est immédiat.
r—1
— HR: Soit r > 1 et supposons que la propriété est vraie a'ordre r — 1. Posons Q = H X-a)"™,
i=1
doncP=AX-a,)""Q,doncP’ = An,X—a,)" 'Q+A\X-a,)"Q.
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r—1 r—1
Or, d’apresle HR, Q' = Z nX-o)" ' J] X-a)™.Donc:
l

=1 j=1j#i
r—1 r—1 r—1
P o= A X—a)" T [[X—ap)" + AKX —a)™ Y miX—a)" T [ X—ap)™
i=1 i=1 j=1,j#i
r—1 r—1 r
= M X-o)" T [[X=ap)™ +A Y i X—ap)™ " [ X—ap™
i=1 i=1 j=1,j#i
r r
= AY mX-o)" T[] X—aph
i=1 j=1,j#i

D’ot1 le résultat.

B P L n;
1,75 pt 2) Etablissons — = Z . D’apres ce qui précéde,ona:
A S L S L
P AT, (X — o)
=i [T7; X —a)™
_ Z ni
i X—q
D’ou le résultat.
r n:
0,5 pt 3) Justifions que Z L estla décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle P'/P :
i=1 >~ Qi

D’apres Punicité dela décomposition d’'une fraction rationnelle en éléments simples.
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