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L’éléve est invité a présenter ses calculs de maniere rigoureuse. Les résultats intermédiaires doivent étre
justifiés. La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction seront prises en compte. Les interprétations
physiques et géométriques seront valorisées.

Contexte naval

Dans le cadre des études prospectives liées & la modernisation et au développement de la composante
sous-marine de la Marine Royale Marocaine, les futurs sous-marins d’attaque sont destinés & intégrer une
centrale de navigation inertielle & gyrolasers de haute précision (de type Safran SIGMA 40 ou équivalent).
Ce systéme a pour mission de calculer en temps réel l'orientation et la position du batiment dans ’espace
tridimensionnel, sans recours & un signal GPS en immersion. Ce composant, critique pour la sécurité de la
navigation, le pilotage automatique et la conduite de tir des torpilles, doit fonctionner sans interruption lors
de manceuvres a fortes inclinaisons en mer d’Alboran et dans I’Atlantique.

Les angles d’Euler classiques (¢, 0,1) utilisés dans les calculateurs de génération précédente présentent
une singularité mathématique rédhibitoire — le blocage de cardan (gimbal lock) — lorsque assiette 6 atteint
4+90° au cours de manceuvres de plongée ou de remontée d’urgence a forte pente, rendant le calcul d’attitude
et la commande impossibles dans cette configuration.

Pour pallier cette limitation, les ingénieurs et chercheurs de I’'Ecole Royale Navale de Casablanca étudient
la modélisation de l'attitude du submersible au moyen de quaternions unitaires, exploitant la structure
algébrique du corps non commutatif H des quaternions de Hamilton.

Ce probléme étudie cette structure algébrique et son application a la cinématique de rotation du bdtiment en
1MMersion.

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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VAL ﬂ "

1 : Lacet (Yaw) — Rotation autour de Z
0 : Tangage (Pitch) — Rotation autour de Y’
@ : Roulis (Roll) — Rotation autour de X"

(a) Configuration normale (3 DOF) (b) Blocage de cardan (6 = 90°)

X

Axe cqmmun

Gimbal v
Gimbal ¢

{Jimbal 6

3 axes dff rotation distincts Axe du Roulis (¢) :|| Axe du Lacet (¢)
Liberté totale sur SO3 Perte d’un degré de liberté !

FIGURE 1 — Représentation par angles d’Euler : (a) configuration normale, (b) blocage de cardan lorsque
6 = £90°.

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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Rappels.

1. Espaces, norme, produit scalaire et produit vectoriel.

L’ensemble H des quaternions est un R-espace vectoriel de dimension 4, identific & R* par ¢ =
a+bi+cj+dk < (a,b,ec,d). L'ensemble Hy des quaternions purs est le sous-espace Hy =
{bi+cj+dk; bc,dcR}, de dimension 3, identifié & R? par X = bi +cj +dk + (b,c,d).

Le produit scalaire sur H ~ R* est (g1, q2) = a1as + b1by + c1co + dida, et sa restriction a Hy est
(X,Y) = biby + c1co + didz. La norme quaternionique est N(q) = ¢ = a® + b* + ¢® + d?, et la
norme euclidienne est ||| = \/N(q) = \/(q,q).

Le produit vectoriel sur Hy ~ R? est défini, pour X = x1i + x9j + 23k et Y = y1i + 25 + y3k, par

X NY = (zoy3 — x3y2) i + (351 — 21y3) § + (21y2 — 2291 K-

Il est bilinéaire et antisymétrique (X AY = —Y A X); X AY est orthogonal & X et a Y, et
IX AY] = || X]|||]Y]|sin6] ou € est 'angle entre X et Y.

Convention de linéarité : dans tout ce sujet, « linéaire » signifie toujours R-linéaire, par rapport a la
structure de R-espace vectoriel de H (ou de Hp).

2. Groupes O3 et SO3 de Hj.

Le groupe orthogonal de Hj est

Os ={ f € L(H); IF(X)] =|IX|| VX €Hy},

le groupe des endomorphismes préservant la norme (équivalemment le produit scalaire, par I'identité
de polarisation).

Le groupe spécial orthogonal SO3 C Os est le sous-groupe des rotations de Hy, c’est-a-dire
des endomorphismes orthogonaux directs. Géométriquement, une rotation différente de I'identité est
caractérisée par un axe R fixé point par point et un angle « de rotation dans le plan @. Dans une
base orthonormée de H,

SOs={ReM;3R); RTR=1I3et detR=+1}.

3. Groupe quotient.

1

Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué (normal) de G, c’est-a-dire gHg~* = H pour tout

g € G (équivalemment gH = Hg).

— On définit sur G la relation d’équivalence z ~ y <= 2y~ ! € H. La classe de z est zH =
{zh; h € H}.

— L’ensemble quotient est G/H = {zH ; = € G}.

— Laloi (zH) - (yH) = (zy)H est bien définie précisément parce que H est distingué; elle fait de
G/H un groupe, de neutre H = eH, et l'inverse de 2H est x 1 H.

— La projection canonique 7 : G — G/H, x — xH, est un morphisme surjectif de noyau H.

4. Premier théoréme d’isomorphisme.

Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes. Alors ker ¢ est un sous-groupe distingué de G, Im ¢ est
un sous-groupe de G’, et I'application

@ : G/ kerp — Im g, P(zker ) = ¢(x)

est un isomorphisme de groupes. En particulier, G/ ker ¢ ~ Im ¢.

5. Revétement double.

Un revétement double d’un ensemble X par un ensemble Y est une application surjective 7 : ¥ —
X telle que chaque élément de X posséde eractement deuxr antécédents dans Y (chaque fibre 771 (z)
a deux éléments).

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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6. Formule cinématique classique.

Soit V' un vecteur fize dans un repére mobile R en rotation a la vitesse angulaire {2 par rapport a un

repére fixe Rg. Alors
av s
GED
Ro

ou A désigne le produit vectoriel (formule de Poisson).

7. Schéma d’Euler explicite.

Pour résoudre numeériquement y = f(¢,y) avec y(tp) = yo, on discrétise ¢, = t9 + n At. Le schéma
d’Euler explicite est la récurrence

Ynt1 = Yn + AL f(tn»yn)a

méthode d’ordre 1 obtenue en tronquant le développement de Taylor a 1’ordre 1.

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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PARTIE I— STRUCTURE ALGEBRIQUE DE L’ANNEAU DES QUATERNIONS

On considére 'ensemble H (~ R*) muni des éléments notés 1, i, j, k formant une base. Un élément q € H
s’écrit de maniére unique :
g=a+bi+cj+dk avec (a,b,c,d) e R*.

On définit addition composante par composante (structure de R-espace vectoriel usuelle) et la multipli-
cation R-bilinéaire par les régles fondamentales suivantes :

i’ ==k =ijk=—1.

Question 1. (2 points)
Déduire des régles ci-dessus les produits ij, ji, jk, kj, ki, ik. Montrer que la multiplication n’est pas
commutative.

Question 2. (2 points)
On définit la multiplication de deux quaternions g1 = a1 +bi1i+c1j+dik et go = as+ bai + coj + dok par
extension bilinéaire. Ecrire explicitement qiqo sous la forme A+ Bi+ Cj+ Dk en fonction des coordonnées.

Question 3. (5 points)

Montrer que (H, 4+, x) est un anneaw. On précisera les propriétés a vérifier : associativité de [’addition
et de la multiplication, commutativité de l’addition, élément neutre pour chaque loi, distributivité, existence
d’un opposé pour ’addition.

Indication : Pour l'associativité de la multiplication, il suffit de la vérifier sur les éléments de base {1,1, j, k}
par bilinéarité.

Question 4. (2 points)

Montrer que l’anneau H est non commutatif mais intégre (c’est-a-dire sans diviseurs de zéro : q1qa =
0=qg =0o0uga=0).
Indication : On pourra introduire la notion de conjugué et de norme dans la partie suivante, ou raisonner
directement par le calcul.

PARTIE II— CONJUGAISON, NORME ET STRUCTURE DE CORPS

Pour ¢ = a + bi + ¢j + dk € H, on définit :
— le conjugué : g =a — bi — cj — dk;
— lanorme : N(q) = q7 = a®> + b*> + 2 + d°.

Question 1. (2 points)
Montrer que lapplication q — G est un anti-automorphisme d’anneaux linéaire, c’est-a-dire :

NTR=T+0 ; Q@=0"7 ¢ A=X-7 (Ae€R).

Question 2. (2 points)
En déduire que N(q1q2) = N(q1) N(q2) (la norme est multiplicative).

Question 3. (2 points)

19
N(q)

que H est un corps (non commutatif, appelé corps gauche).

Montrer que pour tout ¢ # 0, I’élément q~ est linverse de q pour la multiplication. En déduire

Question 4. (2 points)
Soit q € H tel que ¢> = —1. Déterminer l’ensemble de tous les tels quaternions. Conclure sur le nombre
de racines carrées de —1 dans H comparé a C.

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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PARTIE III— SOUS-CORPS ISOMORPHES A C ET SOUS-GROUPES REMAR-
QUABLES

Question 1. (2 points)
Pour tout vecteur unitaire @ = (uy,ug,us) € R3 (avec u% + u% + u% = 1), on associe le quaternion pur
U = uyi + ugj + usk. Montrer que U?> = —1.

Question 2. (2 points)
En déduire que pour tout 4 unitaire, le sous-ensemble Cz = {a 4+ bU | a,b € R} est un sous-corps de
H isomorphe a C.

Question 3. (2 points)
On définit le groupe des quaternions unitaires :

$*={geH|N(g) =1}
Montrer que (S, x) est un groupe (préciser I’élément neutre, linverse, et la stabilité).

Question 4. (2 points)
Montrer que tout quaternion unitaire peut s’écrire de maniére unique sous la forme :

q=cosf +sinf-U

ot 0 € [0,7] et U est un quaternion pur unitaire (interprété comme un aze de rotation dans R3).

PARTIE IV— ACTION DES QUATERNIONS UNITAIRES SUR R? ET LIEN AVEC
SO;3

On identifie R? & I’ensemble des quaternions purs Hg = {bi + cj + dk | b, c,d € R}.
Pour ¢ € S? et X € Hy, on définit I'application :

R,: X +—qXq.

Question 1. (2 points)
Montrer que pour tout q € S® et X € Hy, le quaternion ¢Xq est encore pur (sa partie réelle est nulle).
En déduire que R, est bien une application de Hy dans Hy ~ R3.

Question 2. (2 points)
Montrer que Ry, est linéaire et isométrique pour la norme usuelle de R® (c’est-a-dire | Ry(X)|| = || X|)).
En déduire que Ry € Os.

Question 3. (2 points)
Montrer que Uapplication ® : S* — Os définie par ®(q) = R, est un morphisme de groupes.

Question 4. (2 points)
Déterminer le noyau de ®. En déduire que ® est a valeurs dans SOs (groupe des rotations) et que
limage de ® est isomorphe a S3/{1,—1}.

Question 5. (3 points)

Soit ¢ = cost +sin@ - U avec U = uii + ugj + ugk unitaire pur. Montrer que R, est la rotation d’aze
U = (u1,u2,us) et d’angle 26.
Indication : Décomposer X en composantes paralléle et orthogonale a U, et utiliser le fait que pour U pur
unitaire, UX = —XU st X L U.

Question 6. (2 points)
Conclure : lapplication ® est un morphisme surjectif de S sur SOs, de noyau {1,—1}. On a donc
l’isomorphisme de groupes :

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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SO3 ~ S*/{1,-1}.

Interpréter ce résultat en termes de revétement double et expliquer pourquoi le quaternion q et —q repré-
sentent la méme rotation physique.

PARTIE V— APPLICATION NAVALE : CINEMATIQUE DU SUBMERSIBLE EN
IMMERSION

L’attitude d’un sous-marin d’attaque est représentée & l'instant ¢ par un quaternion unitaire q(¢) € S3. Le
vecteur vitesse de rotation instantanée du batiment dans son repére propre est Q(t) = (1, Q9,Q3), associé
au quaternion pur Q(t) = Qi + Qaoj + Qsk.

Question 1. (2 points)
En considérant un vecteur & fize dans le repére du batiment, son image dans le repére inertiel est

X(t) =q(t)Zq(t). En dérivant par rapport au temps et en utilisant les résultats de la Partie IV, montrer que
[’équation cinématique du quaternion s’écrit :

ot Q(t) est vu comme quaternion pur.
Indication : On admettra la formule cinématique classique : pour tout vecteur V' fize dans le repére propre

du batiment, sa dérivée dans le repére inertiel vérifie V.= Qinertier X V. On exprimera ensuite Qipertiel €N
fonction de Q(t) et q(t).

Question 2. (1 points)
Montrer que si q(0) € S3, alors la solution de cette équation différenticlle reste dans S® pour tout t (la
norme est conservée).

Question 3. (2 points)
Résoudre explicitement ’équation lorsque € est constant (rotation uniforme autour d’un axe fize dans
le repére du batiment). Donner q(t) en fonction de ¢(0), Q et t.

Question 4. (2 points)
Le systeme de commande du submersible impose une trajectoire d’attitude qepe(t). Le calculateur de la
centrale SIGMA 40 doit résoudre en temps réel :

1

i(t) = 5 a)) (1)

Proposer un schéma numérique d’Euler explicite pour approcher q(t + At) a partir de q(t) et Q(t).
Expliquer pourquoi lapplication brute de ce schéma fait sortir ¢ de S® et proposer une correction de re-
normalisation & chaque pas de temps.

Question 5. (3 points)
Question de synthese. Comparer, du point de vue du calculateur de bord de la centrale SIGMA 40,
les avantages et inconvénients de la représentation par quaternions par rapport a :

— la représentation par matrices de rotation R € SOs (9 coefficients) ;
— la représentation par angles d’Euler (p,0,1).

Justifier le choix de la Marine Royale en mobilisant les résultats algébriques établis dans ce probléme.

— FIN DU SUJET —

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée
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Baréme indicatif (sur 50 points)

Partie Théme Points Total
I Structure d’anneau 2+2+5+2 11
IT Corps gauche 2424242 8
11 Sous-corps et sous-groupes 2424242 8
v Isomorphisme avec SO3 24242424342 13
\Y Application navale 241424243 10

Total général

50

Ce sujet mobilise les chapitres : structures algébriques (anneauz, corps, groupes, morphismes), arithmé-
tique dans H, géométrie de SO3, équations différentielles linéaires. Les calculs doivent étre rigoureux mais

les interprétations physiques seront valorisées.

Sujet a rendre en fin d’épreuve — Calculatrice autorisée



