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A RENDRE LE SAMEDI 01 NOVEMBRE 2025

MPSI-1

PROBLEME 1 EcaLiTé pE paRTIES ENTIERES

Soit n € N. Montrer que :

VR4 vVntl+vnt2+Vnt3|=|vien+20|

PROBLEME 2 LES INTERVALLES 0UVERTS DE R sont connexes D

On rappelle que I est un intervalle ouvert de R si pour tout x € 1, il existe € > 0 tel que :
e —e,x+e| C I

Plus généralement, un sous-ensemble A de R vérifiant la propriété :

Ve e A, Je >0, |l —e,x+e[C A

est dit ouvert.

Soit I un intervalle ouvert de R. On veut montrer qu’il n’existe pas de sous-ensembles ouverts non vides A et Bde Rtelsque I = AU B et
A N B = () (autrement dit tels que { A, B} soit une partition de I). Une partie de R vérifiant cette propriété est dite connexe.

Pour cela, on va supposer que de tels sous-ensembles A et B existent pour aboutir a une contradiction. On considere alorsa € Aetb € B
et 'ensemble :

E={te|0,1]/a+t(b—a) € A}
1) Montrer que £ admet une borne supérieure que I’on notera 7T'.
2) Montrer (en utilisant le fait que A est ouvert)quea + T'(b — a) & A.

3) En déduire que a + T'(b — a) € B.

4) Contredire le fait que 7' est 1a borne supérieure de E et conclure.
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