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CHAPITRE 3.

Ce chapitre a été réalisé conformément au programme marocain de mathématiques de la filiere MPSI.

Définition 1.

VOCABULAIRE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES ET ELEMENTS DE
LOGIQUE : PARTIE II

Vocabulaire de la théorie des ensembles

Un ensemble est une collection d’objets ;
Un ensemble qui posséde un unique élément x s’appelle singleton et se note {x};
Si "z est un élément d’'un ensemble E" (ou "z appartient a E") , on note x € E.

On dit qu’un ensemble F est "inclus” dans un autre ensemble F si tout élément de F' est un élément de E (ceci
se traduit par Vx € F,x € E : Quelque soit x appartient a F', x appartient a F) et on écrit F c E. On dit aussi que

F est un sous-ensemble (ou une partie) de E.

Deux ensembles F' et G sont dits égauxsi F'c G et G c F eton écrit F = G.

Si F est une partie d’un ensemble E, 'ensemble {x € E/x ¢ F'} est appelé complémentaire de F' dans E et noté
CgF ou F.

Ensemble E

— e Appartenance: x €
Sk T e Non-appartenance : « ¢ F'
e Inclusion: FF c E
e Complémentaire : F=E\F
Zone rouge = F (contient x)

rﬁ[ Saip MAHARI
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Exemple 1.

= N={0,1,2,3,-:-} 'ensemble des nombres entiers naturels;

= 7 ={-,-3,-2,-1,0,1,2,3,---} ’ensemble des nombres entiers relatifs;

© N est une partie de Z et N* = {1, 2, 3,-:-} est une partie de N et Z;

© 7 est une partie de Q = {g/(p €eZ)n(qe N*)} I’ensemble des nombres rationnels et (Q est une partie R I’en-

semble des nombres réels;

2 R'={zxeR/x>0},R" ={x eR/x <0},R* = {x € R/z # 0} et 'ensemble des nombres irrationnels R \ Q sont
des parties de R.

© Le complémentaire de R dans C est 'ensemble des nombres complexes imaginaires i.e

CcR={a+ib/(aecR)A(beR")}

[Remarque 1 (Attention!).}

A ne faut pas confondre ’ensemble {x} et 'élément x.

A tout ensemble E on associe 'ensemble noté &g et donné par :

@p={rxeE[lr+x}

[Théoréme et Définition 1 ]

L’ensemble @ est indépendant de E; on ’appelle ensemble vide et on le note @.

Preuve

Considérons deux ensembles E et F' et associons leur @g et @p. L’'implication P = () est toujours vraie si - P

est vraie. On a Vx,x = x, donc YV, x ¢ O, par suite pour tout x I’implication :
T ey —> T €EJDF

est vraie, d’ou @ c Zp. De méme, Or c . D’'ou g = OF.

1
J

»gckFE.

Sarp MAHARI
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éfinition 2.

Soit E un ensemble. L’ensemble { X /X c E} est appelé ensemble des parties de E qu’on note P (E).

®» Soit un ensemble E, on a toujours @, E € P(E).

= F ={a,b,c} dong,
P(E) ={@,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

[Déﬁnition 3. (Réunion & Intersection)}

Soient F et F' deux ensembles.

% L’ensemble {x/(x € E) v (x € F)} s’appelle réunion (ou union) de E et F qu’on note EUF.

% L’ensemble {z/(x € E) A (x € F)} s’appelle intersection de E et F qu'on note EnF.

e Réunion: Fu F

e Intersection: EF n F

Zone rouge = En F'

Explications :

- Réunion (FE u F) : Tous les éléments de E ou de F (cadre
rouge pointillé)
- Intersection (E n F) : Eléments communs a E et F (zone

rouge)

Soit E = [0,1[u{v/2} U[2,4], et on se donne les parties de E : A = {1/2,3}u[2,5/2] et B = [1/2,1[u{V/2, 3}. Alors

ona:

Sarp MAHARI }

AuB-=[1/2,1[u{V2}u[2,5/2] u {3}

hk@ AnB={1/2,3}
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Soit 2 un ensemble. Si E, F' et G sont des parties de €2 alors on a les propriétés suivantes :

1) Complémentaire
o =Q; §=®; E=E; Si Fc Ealors E c F.
2) Lois de Morgan

Ca(EuF)
CQ(EHF)

CQEﬂ CQF
CQEU CQF

3) Réunion

EuF = FuE; Eu(FuG)=(EuF)uG;
EuvE = FE; FEug=EFE; FEuQ=qQ.

4) Intersection

EnF = FnE; En(FnG)=(EnF)nG;
EnE = FE; FEng=@g; EnQ=E.

5) Réunion et Intersection

En(FuQG)
Eu(FnQG)

(EnF)u(EnG)
(EuF)n(EuG)

Preuve

1) Complémentaire
— Montronsque 2=g:onaVxeQ,r¢FetVr e,z ¢, donc Q= 2.
- Montronsqueﬁ=®:onaV:ceﬁ,:c¢Qet\7’:z:e®,:1:¢ﬂ,donc§=®.
- Montronsque§=E:0naV:cef,wﬁéfet\fﬂ:eE,xyéE,doncE:E.
N

Montrons que si F' c E alors EcF:soitxe E, donc x ¢ E et comme F c F alors x ¢ F', donc x € F.Dou
EcF.

2) Lois de Morgan

1
J

— Montrons que Co(E U F) = CQEnCoF :ona E c EuF et F c EuF, donc d’aprés ce qui précéde
Ca(EuF)cCqEetCq(EuUF)cCqF.Inversement, soitx € CoEnCqoF,doncx ¢ E etx ¢ F, donc
x ¢ EuF,doncx € Cqo(EuF).Doule résultat.

— Montrons que Co(E n F') = CqE uCqF : on applique ce qui précéde a CoF u CqF, ce qui donne

CQ(CQE U CQF) = CQ(CQE) n CQ(CQF) =EnF

rﬁ[ Saip MAHARI
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DouCq(EnF)=CqoFEuCqF.
3) 4) 5) Réunion et Intersection

— Ces résultats sont immeédiats.

Définition 4.

® Soit E et F' deux ensembles, on appelle produit cartésien de E et F' qu’on note E x F', ’ensemble :

ExF ={(z,y)/(xcE)r(yeF)}.

% Sipunentier > 2 et Eq, E>,--, E,, des ensembles, de la méme facon on défini le produit cartésien des ensembles
Ela E27 BT Ep;

Ei x--xEp={(x1,T2, " xp)[(x1 € E1) A(x2 € E3) A+ A (xp e Ep)}.

% Un élément (1,2, , Tp) du produit cartésien Eq x Eq x -+ x E, s’appelle p-uplet.

Définition 5.

2 On appelle différence des ensembles E et F pris dans cet ordre ’ensemble noté E \ F et défini par :

E~F={xeE|x¢F}.

2 On appelle différence symétrique des ensembles E et F' ’ensemble noté EAF et défini par

EAF =(E~F)u(F\E).

EAF

(zones bleue + verte)

/_\ Zone bleuve = E\ F
=F\FE
Zone rouge = En F

Explications :

e E \ F : Eléments de E qui ne sont pas dans F

e F \ E : Eléments de F qui ne sont pas dans E
e EAF=(E~F)u(F\E)

1
J
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Exemple 4 .

© CgF=E\F
= EFEAg=F

2. Applications

[Déﬁnition 6. (Application)}

Soient E et F' deux ensembles. On appelle application de E dans F', une correspondance f qui a chaque élément

x de F associe un élément et un seul y de F'.

® FE est appelé ensemble de départ de I’application;

F est appelé ensemble d’arrivée de I’application;

A5
2 y est appelé image de x par ’application. On écrit y = f(x);
™  est appelé antécédent de y par I'application;

A5

L’ensemble I = {(x, f(x))/x € E} est appelé graphe de ’application f et on le note gr(f).

Notation : FE i» F

r — f(x)

% L’ensemble des applications de E dans F' est noté FE.

= L’applicationIdg: E — FE s’appelle 'application identité dans E.

T — T
® F: R — R est une application, ou E(x) := max{n € Z/n < x} qui s’appelle la partie entiére de x.

© Une application du type u : N — R, n — u,, s’appelle suite d valeurs réelles qu’on note brievement (w4, )nen.

Définition 7.

Soient E et F' deux ensembles. On appelle fonction de E dans F', une correspondance qui a chaque élément =

1
J

de E associe au plus un élément y de F'. Si on désigne par f la fonction, il existe une partie D de E, appelée

domaine de définition de f donnée par :

Sarp MAHARI

D={zeE[3ycF,y=f(z)}

f=[



r MPSI [ENSEMBLES - APPLICATIONs]ﬂ\

telle que

f:D — F
z — f(z)=y

soit une application. L’ensemble des fonctions de E dans F est noté F(E, F).

Voici quelques fonctions :

= Lafonction fi: R — R  apour domaine de définition Dy, =R"

x — zx

= Lafonction f: ¢ — C , apour domaine de définition D¢, = C\ {1}

z
z —>
1-2
= Lafonction f3: R — C a pour domaine de définition Dy, =]0,1[u]1, +oo[
—
Inz
. RZ2 — R . P *
© La fonction fj : | a pour domaine de définition Dy, =]0, +oo[xR
nx
(z,y) — —
R?® — R?

= La fonction f5: a pour domaine de définition ’ensemble :

(@,9,2) — (i ! )

9
1-x y2+22

Dy, = {(wayaz) ERS/ (x+1)A((y,2) # (an))}

Définition 8.

Soit f : E — F une application.
% Soit A une partie de E. L’ensemble {f(x) € F/x € A} se note f(A) et s’appelle image directe de A.

% Soit B une partie de F'. L’ensemble {x ¢ E/f(x) € B} se note f ! (B) et s’appelle image réciproque de B.

1
J

A Si D une partie de E, ’application

D — F

Sarp MAHARI

r — f(x)

s’appelle restriction de f ala partie D, qu’on note {/p.

f=[



% Inversement, si on note f1 = f/p, f s’appelle prolongement de f1 sur E.

% Soient D une partie de E et C une partie de F tels que Va € D, f(x) € C. L’application

D — C

r — f(x)

s’appelle application induite de f.

S Soit g : ' — G une application. L’application

E — G
z — g(f(z))

s’appelle application composée de f et g dans cet ordre et se note gof.

Sion note f:R — R, x —> E(x) ’application partie entiére, on a :
= gr(f) = {(z, E(x))/ © ¢ R}.

= f(R*) =N (ouR" = {z ¢ R/z > 0}).

= 7 ({0}) =[0,1[.

= fr+(R7) ={0} (ouR™ = {x € R/x < 0}).

= f([v2,2[) = {1}.

= 1 (v2.2]) =

Exemple 8 .

Sionnoteg:R— R,z e*,ona:
= gr(g) = {(z,e”)/ x eR}.

= g(R) =R}

= g7 ({0}) = 2.

= g(R7) =]o,1].

= g '(R7) =02

1
J

Définition 9.

Soit f : E — F une application.

D On dit que f est injective si tout élément de F' posséde au plus un antécédent. Autrement dit,

Sarp MAHARI

V(z,2') € E*(= Ex E),(f(z) = f(z') = z=1)
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Ou encore,
V(z,z') e E>(= ExE),(z#2' = f(z) # f(z'))
% On dit que f est surjective si tout élément de F' possede au moins un antécédent. Autrement dit,
Vye F,iz e E,y = f(x)
& On dit que f est bijective si tout élément de F' posséde un antécédent et un seul. Autrement dit,

Vye F,ilx e E,y = f(x)

= L’application R — 7Z, x —> E(x) partie entiére est surjective et non injective.

= L’application N — N, n —> n? est injective et non surjective.
= L’application N> — N*, (p, q) —> 2P(2q + 1) est bijective (voir exercice 07 de TDO01 pour la surjectivité).
e L’application exp : R — R}, x —> e” est bijective.

© L’application C* — C, z — z + — est non injective et surjective.
z

([Proposition 1 }

1) Une application est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective.

2) Soit f une application bijective de E dans F'. L’application, notée f!, de F dans F qui a tout élément de y de F

lui associe 'unique élément x de E tel que f () = y est une bijection de F' dans E, appelée bijection réciproque
de f,

f':F — E
y — f(y)=xtelque f(x) =y

3) f! est 'unique application vérifiant :

flof=Idg ; foft=Idp

1
J

Preuve

1) Le premier point est immeédiat.

2) Montrons que f! est une bijection :

Sarp MAHARI

— Soient y,y’ € F. Il existe x,2’ ¢ E tels que f(x) =y et f(z') =y'. Doncsi £ (y) # 1 (y') alors = + «’, donc

y # vy (car f est bijective donc injective). D’out f71 est bien définie.
: PacGe 11/18 lﬁJ
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{Proposition 2 }

— Soient v,y € F tels que £ (y) = f1(v/). ll existe z,x’ € E tels que f(z) =y et f(z') = y. Six = 2’ alors
y =y’ (car f est une application). D’ont ™! est injective.
— Soit x € E, on a f(x) € F est un antécédent par 7! de x. Ainsi, on a montré que f! est bijective.
3) Montrons que flest unique et qu'on a flof=Idgetfofl=Idp:

— Soit € E et posons f(x) =y, comme f est bijective y parcourt F lorsque x parcourt E.On a:

flof(@)=f"'(y)== ET foft(w)=Ff(x)=y

dou flof=Idget fof!=Idp.

— Soit g une autre application vérifiant les mémes propriétés que f . Soit y € F, donc il existe un unique
élément x € E tel que y = f(x) (car f est bijective)(par définition de f™ : ' (y) = ). Or, g o f = Idg, donc
a(y) = g(f(x)) = = = £ (y) ceci quelque soit y de F'. D’ou1 'unicité de f*.

(
{ ENSEMBLES - APPLICATIONS

Soient f : E — F et g : FF — G deux applications. Alors :
1) Siles applications f et g sont injectives alors la composée g o f I’est aussi.
2) Siles applications f et g sont surjectives alors la composée g o f I’est aussi.

3) Siles applications f et g sont bijectives alors la composée g o f I’est aussi eton a:

(gof) " =f"og™

Exemple 10 .

g1: [0,1]

t

ga - ]1,2]

t

Ona:

=~
<
jac
<
=
a
<
7]

On consideére les applications suivantes :

g2: [0,1[ — [L,2[ ; gs: [L,2[ — ]1,2]
t — 1+t t — 2/t
gs: 10,1 — R- ; g: 0 — R
1-t
t — Int t — In

Toutes ces applications sont bijectives eton a :

1 -1 -1 -1 -1 -1
=gy ©°g9y °93 ©°g4 °gs

1+\/1_5

g=g5994°g3z©g2°gia

f=[
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3. Notion de famille - Fonction indicatrice

3.1 Notion de famille

Soit I un ensemble, non vide, dont les éléments seront appelés indices. Soit E un ensemble.

[Déﬁnition 10. ]

Toute application x de I vers E est appelée une famille d’éléments de E, indexée par L.

Pour i € I, on note x; plutét que x(7), et on écrit (;);cs cette famille d’éléments de E.

On note E! 'ensemble des familles d’éléments de E indexées par I.

Voici quelques familles de nombres et d’ensembles :

2 C =(22)zec = (2)2¢c famille de nombres complexes (c’est une famille infinie)

= U= (ew) ocr famille des nombres complexes de module 1 (c’est une famille infinie)

e U, = (ei%T1r o<hint (n € N*) famille des racines ni*™® de P'unité (c’est une famille finie)
2 R = (22)4ep = () zer famille des nombres réels (c’est une famille infinie).
= Soit E un ensemble. P(E) = (X) x.p(g) famille des parties de E (c’est une famille infinie ou finie).
= ([a,b]){(qa,b)er2/asp) famille des segments de R (c’est une famille infinie).

= (D(a,7)){(a,r) <CxR*} famille des disques ouverts de C (c’est une famille infinie).

[Déﬁnition 11. (Réunion & Intersection)}

Soit (E;),;.; une famille d’ensembles.
A5 UEZ={£C/E|1,EI, mEE,L}

iel
A5 ﬂEi={m/Vi€I, meEi}

iel

Remarque 4 .

ze|JE;, < Jiel,zecE;|; |zc(\E;eViel, zcE;
el el

1
J

Exemple 12 .

Sarp MAHARI

U [@,+oo[= R

a>0

'
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= ([a,+o[=2

a>0
= n [aa +°°[= R*
a<0

s U{n)=N

neN

= |J[1,n]=N"

neN*

= () [1,n]={1}

neN*

- Q[

neN*

- o]0

neN*

{Proposition 3 ]

Soient (E;)ier, (Fj)jes deux familles d’ensembles et E un ensemble. Alors on a :

EU(mEi - N(EUE) . en(UE)-UEnE)

el el el el
NE: U(ﬂFj =N (EUF) ;5 (UE; ﬂ(UFj)=U(EiﬂFj)
el jeJ ;;5 1el jeJ ;:.{I

f=[

3.2 Fonction indicatrice

[Déﬁnition 12. ]

Soit 2 un ensemble et A une partie de 2. On appelle fonction indicatrice de A (ou caractéristique) ’application

notée 1 4 et définie par :

1a: Q2 — {0,1}

{1, sizeA
€r —>

0, sinon

Exemple 13 .

2 1gz=0 ; l1g=1
= Soitx e R.Ona:|z|=x (1g+(x) - 1r-(x))

= Soit A une partiede 2.0Ona:1-=1-14

: PAGE 14/18 lﬁJ
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4. Relations binaires

Dans ce paragraphe, E désigne un ensemble non vide.

4.1 Notion de relation binaire

[Déﬁnition 13. (Relation binaire)}

S On appelle relation binaire R sur E une partie I' du produit cartésien E x E.

La partie I' est dite graphe de la relation R.

% On dit qu’un élément x de E est en relation avec un autre élément y de E si (x,y) € I et on écrit :

TRy < (xz,y) e’

Exemple 14 .

1) La relation d’inclusion sur P(E) est une relation binaire :
V(A,B) e P(E)?, ARB+< AcB
2) Larelation de congruence modulo o (o € R) sur R :
V(z,y) eR%, z=y[a] e IkeZ, y-z=ka

Cas particulier : lorsque o = 0, on obtient la relation d’égalité sur R.

V(z,y) eR%, sRy o x=y
Le graphe cette relation est 'ensemble : {(x,z)/ ¢ € R}.
3) La relation de divisibilité sur Z :
V(a,b) e Z?, aRb < 3k eZ| b= ak
Le graphe de cette relation est I’ensemble : {(a, ak)/ (a,k) € Z2}.
4) Larelation < inférieur ou égal sur R :
V(z,y) eR%, sRy <z <y
Le graphe de cette relation est 'ensemble : {(:1:, y)eR?/x < y}
5) Larelation > supérieur strictement sur R :
V(z,y) eR%, zRy o x>y

Le graphe de cette relation est 'ensemble : {(a:, y) eR?/ = > y}.
6) Larelation R définie sur C par :

V(z,2') e C%, 2Rz < |z| = |2|

Le graphe de cette relation est 'ensemble : {(pew, pew/) / (p,0,0") e R} xR x R} u{(0,0)}.

(
{ ENSEMBLES - APPLICATIONS

f=[
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[Déﬁnition 14. ]

Soit R une relation binaire sur F.

S On dit que la relation R est réflexive si :

Vre B, xRx

2 On dit que la relation R est symétrique si :
V(z,y) € E2, (xRy — yRx)

& On dit que la relation R est anti-symétrique si :

V(z,y) € E2, (xRy et yRe — y =)
A On dit que la relation R est transitive si:

V(z,y,2) € B3, (tRy etyRz — xRz)

On reprend les relations binaires définies dans I’exemple 12.

& La relation définie en (1) est réflexive, anti-symétrique, transitive et non symétrique

© La relation définie en (2) est réflexive, symétrique, transitive et non anti-symétrique.

= La relation définie en (3) est réflexive, transitive, non symétrique et non anti-symétrique.
= La relation définie en (4) est réflexive, anti-symétrique et transitive et non symétrique.
& La relation définie en (5) est transitive, non réflexive, non symétrique et anti-symétrique.

© La relation définie en (6) est réflexive, symétrique et transitive et non anti-symétrique.

4.2 Relations d’équivalence

[Déﬁnition 15. ]

Soit R une relation binaire sur E. On dit que R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et

transitive.

Exemple 16 .

On reprend les relations binaires définies dans 'exemple 12.

1
J

Sarp MAHARI

© La relation définie en (1) n’est pas une relation d’équivalence.

: PAGE 16/18 lﬁ
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f=[

& La relation définie en (3) n’est pas une relation d’équivalence.
& La relation définie en (4) n’est pas une relation d’équivalence.
© La relation définie en (5) n’est pas une relation d’équivalence.

= La relation définie en (6) est une relation d’équivalence.

4.3 Relations d’ordre

( Définition 16. |

Soit R une relation binaire sur F.

% On dit que R est une relation d’ordre si elle est réflexive, anti-symétrique et transitive.

On dit, dans ce cas, que (E, R) est un ensemble ordonné.

S On dit que R est une relation d’ordre total si elle vérifie de plus :
V(z,y) € E2, (Ry ou yRx)

S Sinon, on dit que R est une relation d’ordre partiel.

On reprend les relations binaires définies dans '’exemple 12.

© La relation définie en (1) est d’ordre partiel.

= La relation définie en (2) n’est pas une relation d’ordre.

& La relation définie en (3) n’est pas une relation d’ordre et une relation d’ordre partiel sur N.

© La relation définie en (4) est d’ordre total sur R et partiel sur C.
© La relation définie en (5) n’est pas d’ordre.

= La relation définie en (6) n’est pas d’ordre.

Dans la suite on notera toute relation d’ordre par <, et donc (E, <) sera un ensemble ordonné.

[Déﬁnition 17. ]

Soit A une partie de E.

(
{ ENSEMBLES - APPLICATIONS

% On dit que m € E (respectivement M ¢ F) est un minorant (respectivement majorant) de A si et seulement si :

Vre A, m=<x (respectivement x < M)

2 On dit que m € E (respectivement M € FE) est un minimum (respectivement maximum) de A si:

{ m minorant (respectivement M majorant) de A

m e A (respectivement M € A)
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MPSI [ENSEMBLES - APPLICATIONs]ﬂ\
Exemple 18 .

= Dans (P(E),c), ’ensemble vide & est un minimum et '’ensemble E est un maximum de P (E).
= Soit E = {a, b, c,d} et on considére (P(E),c). Soit A = {@&,{a},{b,c}}.
— L’ensemble vide & est un minimum de A.

— A n’admet pas de maximum mais il admet des majorants a savoir E et {a, b, c}.

= Dans (C,<) (il s’agit d’'une relation d’ordre partiel), on considére les ensembles A = {1,—3,@’,\/5} et B =
Qn]o, 1].

— A n’admet ni minorant ni majorant.
— Tout élément de R~ est un minorant de B et B n’admet pas de minimum.

— Tout élément de [1, +oo[ est un majorant de B et 1 est un maximum de B.

Proposition 4 ]

Le maximum et le minimum sont uniques s’ils existent. ]

1
J

rﬁ[ Saip MAHARI
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